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ΗΗ    ΕΕΝΝΝΝΟΟΙΙΑΑ  ΤΤΟΟΥΥ  ΜΜΙΙΓΓΑΑ∆∆ΙΙΚΚΟΟΥΥ  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟΥΥ    
 

Ισότητα µιγαδικών 
 

1.1 Να αναφέρετε πότε δύο µιγαδικοί iβα +  και iδγ + , λέµε ότι είναι ίσοι. 

Απάντηση 

∆ύο µιγαδικοί iβα +  και iδγ + , είναι ίσοι, αν και µόνο αν γα =  και δβ =  

  
  
ΠΠΡΡΑΑΞΞΕΕΙΙΣΣ    ΣΣΤΤΟΟ    ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΟΟ  ΤΤΩΩΝΝ    ΜΜΙΙΓΓΑΑ∆∆ΙΙΚΚΩΩΝΝ    
 

Εικόνα του αθροίσµατος και της διαφοράς µιγαδικών 
 

1.2  Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος ή της διαφοράς δύο µιγαδικών 

αριθµών ισούται µε το άθροισµα ή τη διαφορά των διανυσµατικών ακτινών τους. 
 
Απόδειξη 
 

 
Έστω οι µιγαδικοί iβαz1 +=  , iδγz2 +=  
 

µε εικόνες τα σηµεία   ( ) )β,α(zΜΜ 11 ≡≡   
 

        και ( ) )δ,γ(zΜΜ 22 ≡≡   

αντίστοιχα.  
 

Το άθροισµά τους, ισούται µε =+++=+ ) iδγ() iβα(zz 21 δ)i(βγ)α( +++  
 

Οπότε, ο 21 zz +  παριστάνεται µε το σηµείο ( ) ( )δβ , γαzzΜΜ 21 ++≡+≡   

∆ηλαδή 
→−→−→−

+= 21 ΟΜΟΜΟΜ  
 

Η διαφορά τους, ισούται µε =+−+=− ) iδγ() iβα(zz 21 δ)i(βγ)α( −+−   

Οπότε ο 21 zz − , παριστάνεται µε το σηµείο ( ) ( )δβ , γαzzΜΜ 21 −−≡−≡′   

∆ηλαδή 
→−→−→−

−=′ 21 ΟΜΟΜΜΟ  

        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           

y )zz(M 21 +
)z(M 2

)z(M 1
O

x

)z(M 2−
)zz(M 21 −

2M≡

1M≡

M≡

Μ′≡
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∆υνάµεις του i 
 

1.3  Να υπολογίσετε τις φυσικές δυνάµεις νi , του  i  

Απόδειξη 

 

Επειδή 1i4 = , κάθε δύναµη της µορφής ρ4i , Νρ ∈ , ισούται µε 1)i(i ρ4ρ4 ==    

Γενικότερα:  

 νi ====== + υυρυρ4υρ4υρ4 ii1i)i(iii

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=−
=
=

3υ,i
2υ,1
1υ,i
0υ,1

 

αν
αν
αν
αν

 , ν : φυσικός αριθµός. 

Είναι γνωστό, µε βάση την Ευκλείδεια διαίρεση  
ότι για κάθε φυσικό ν , είναι υρ4ν +=  …µε 0,1,2,3υ =  
 
 
 
 
 
 

Συζυγείς µιγαδικοί 

1.4 Να αναφέρετε, τι ονοµάζουµε συζυγή αριθµό του µιγαδικού iβαz +=  

Απάντηση  

Ονοµάζεται ο αριθµός, που συµβολίζεται µε 
_
z  και ισούται µε βiαiβαz

________
−=+=  

 
 
 

Άθροισµα συζυγών 
 

1.5  Για τους µιγαδικούς 1z  και 2z ,  είναι  2121 zzzz +=+  

Απόδειξη 
 
 
 
 

Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί iβαz1 +=  και iδγz2 +=  

Είναι 
________

21 zz +
___________________

δi)(γβi)α( +++=
__________________

δ)i(βγ)α( +++= δ)i(βγ)α( +−+= 2
_

1
_

zz +=  
 
 
 
 

Άλλες ιδιότητες των συζυγών 

 

 2121 zzzz −=−                    2121 zzzz ⋅=⋅                   2121 z:zz:z = ,  µε 0z2 ≠     
 

  ν21ν21 z...zzz...zz +++=+++                             ν21ν21 z...zzz...zz ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅           
 

  
νν zz = , *Νν ∈  …Προκύπτει απλά, αν πριν θέσουµε zz...zz ν21 ====  

 

 

 
  ν 4

ρ
υ
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Επίλυση δευτεροβάθµιας εξίσωσης µε πραγµατικούς συντελεστές 

1.6  Να λύσετε την εξίσωση 0γzβzα 2 =++ , µε R  γ,β,α ∈  και 0α≠  
 

Απόδειξη 
 

Εργαζόµενοι όπως στην Α΄ Λυκείου  
στους πραγµατικούς, η εξίσωση µε τη µέθοδο συµπλήρωσης τετραγώνων 

γίνεται:  0
α
γz

α
βz2 =++     

ή 0
α
γz

α2
β2z2 =+⋅⋅+       

ή 0
α
γ

α2
β

α2
βz

α2
β2z

22
2 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅⋅+  

ή 22

22

α4
∆

α4
αγ4β

α2
βz ≡

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

 

Θεωρήσαµε την διακρίνουσα αγ4β∆ 2 −=  , της εξίσωσης.  
 

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 

 0∆ > , τότε η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές λύσεις, τις 
α2

∆βz 2 , 1
±−

=  
 

 0∆ = , τότε η εξίσωση έχει µια διπλή πραγµατική λύση, την 
2α
βz −

=  

 

 0∆ < , τότε επειδή 22 α4
)∆()1(

α4
∆ −⋅−

=
2

2

22

2α
∆i

α)2(
∆i

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −⋅
=

−⋅
=  

Η εξίσωση γράφεται 
22

2α
∆i

2α
βz ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  και έχει λύσεις τις 

α2
∆iβz 2 , 1

−±−
=  

οι οποίες είναι και συζυγείς.  
 
Τύποι Vieta 
 

Έστω η εξίσωση 0γzβzα 2 =++ , µε Rγ,β,α ∈ , 0α≠  και ρίζες τις 1z , 2z  

Ισχύουν οι σχέσεις       
α
βzz 21 −=+   και    

α
γzz 21 =  
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ΜΜΕΕΤΤΡΡΟΟ    ΜΜΙΙΓΓΑΑ∆∆ΙΙΚΚΟΟΥΥ    ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟΥΥ  
 

Μέτρο µιγαδικού 

1.7 Να αναφέρετε, τι ονοµάζουµε σαν µέτρο του µιγαδικού yixz += , Ryx, ∈  

Απάντηση 
 

Έστω )y,x(M  η εικόνα του µιγαδικού yixz +=  
Λέµε µέτρο του µιγαδικού αριθµού z  
την απόσταση της εικόνας του )z(M , από την αρχή )0,0(Ο  

και συµβολίζουµε µε |z|   

∆ηλαδή, 22 yx|OM|)ΟΜ(|z| +===  
 

Ιδιότητες µέτρου 
 

1.8  Έστω iβαz += , iβαz 111 +=  , iβαz 222 +=   µιγαδικοί αριθµοί. 

Είναι    |z||z||z| −==                 zz|z| 2 ⋅=                     |z||z|  |zz| 2121 ⋅=⋅   

Απόδειξη 

Να σηµειώσουµε ότι: iβαz −−=−  και iβαz −=
−

 

  22 βα|z| +=  

   2222 βα)β()α(|z| +=−+−=−  , 2222 βα)β()α(|z| +=−+=
−

 

  )iβα()iβα(βαzz|z|
2

222 −⋅+=+⇔⋅= ⇔ 2222 βαβα +=+   Προφανές. 
 

  |z||z|  |zz| 2121 ⋅=⋅  ⇔ 2
2

2
1

2
21 |z||z|  |zz| ⋅=⋅      

⇔  )zz()zz()zz()zz( 2
_

21
_

1

_______

2121 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅  ⇔  2
_

21
_

12
_

1
_

21 zzzzzzzz ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅     Προφανές. 
 

  Είναι |z|:|z|  |z:z| 2121 = , µε 0z2 ≠  

  Επίσης γενικότερα, είναι και  |z| ... |z||z||z ... zz| ν21ν21 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ , µε *Νν ∈  
 
 
 
 
 

Πορίσµατα στα µέτρα  

1.9     |z||z||zz||z||z| 212121 || +≤+≤−                        
νν |z||z| =   

      ( ) |zz|MM 2121 −=  …όπου ( )11 zΜΜ ≡  και  ( )22 zΜΜ ≡  

      Η εξίσωση 0ρ>=− |zz| ο , δίνει τον κύκλο κέντρου )z(Κ o  και ακτίνας ρ  

      Η εξίσωση |zz||zz| 21 −=− , δίνει τη µεσοκάθετη του 21ΜΜ  



 
 

Παρουσίαση                                                                                                                                             6     

Κατεύθυνση                                                                                                                                Γ΄ Λυκείου 

Α ξ ι ο λ ό γ η σ η                                                    

 

 

1.01  Ο αριθµός i1+  δεν είναι φανταστικός.  
 

1.02  Ο αριθµός i   δεν είναι µιγαδικός. 
 

1.03  Ο αριθµός i2  είναι µικρότερος από τον αριθµό i3 , αφού 32 <  
 

1.04  Ο αριθµός i2  είναι θετικός φανταστικός. 
 

1.05  Ο αριθµός 2  είναι θετικός µιγαδικός αριθµός. 
 

1.06  Ο αριθµός i2  έχει εικόνα τo σηµείο )2,0(M  
 

1.07  Ο αριθµός 0  δεν είναι φανταστικός. 
 

1.08  Ο αριθµός 2i−  δεν είναι πραγµατικός. 
 

1.09  Κάθε πραγµατικός αριθµός δεν είναι µιγαδικός.  

1.10  Είναι ( ) i21i21ii21i1i1 222 =−+=++=+=+  
 

1.11  Είναι 1iλ −≠ , για κάθε τιµή της πραγµατικής παραµέτρου λ  
 

1.12  Είναι 0iβα ≠+  µε Rβ,α ∈ , µόνο αν 0α ≠  και 0β ≠   

1.13  11
_
=  

1.14  ii
_

−=  
 

1.15  Το φανταστικό µέρος του i21z += , είναι το i2)zIm( =  
 

1.16  Για τον αριθµό iβαz +=  µε Rβ,α ∈ , είναι ( ) αi)zRe(Im =  
 

1.17  Για τον αριθµό iβαz +=  µε Rβ,α ∈ , είναι ( ) )zIm(i)zRe()z(mΙRe =⋅+  
 

1.18  Οι συζυγείς των πραγµατικών, είναι οι ίδιοι οι πραγµατικοί αριθµοί.  
1.19  iκ1iκ1

______
−=+ , αν Rκ ∈  

1.20  iκ1iκ1
______

−=+ , αν Cκ ∈  
 

1.21  Είναι ( ) 11ii)i( 5015014200420042004
====−== (i))(i2004  

 



 
 

Παρουσίαση                                                                                                                                             7     

Κατεύθυνση                                                                                                                                Γ΄ Λυκείου 

1.22  Για δύο µιγαδικούς 21 z,z  ισχύει 0zz 21 =⋅  ⇔ 0z1 =  ή 0z2 =    
 

1.23  Για δύο µιγαδικούς 21 z,z  ισχύει 2
2

2
1 zz =  ⇔  21 zz =  ή  21 zz −=  

 

1.24  Η εικόνα του iσυνθηµθz += , κινείται στον κύκλο 1yx 22 =+   
 

1.25  Αν η εικόνα του µιγαδικού z  κινείται στην ευθεία 1x = , τότε I1z ∈−  
 

 

1.26  Αν iβαz 111 +=  , iβαz 222 += , είναι )zRe()zRe()zzRe( 2121 +=+   
 

 

1.27  Αν Iz2 ∈ , τότε και Iz∈  
 

 

1.28  Αν Cz,z 21 ∈  και 0izz 21 =+ , τότε 0zz 21 ==   
 

1.29  Αν ν5 ii =  … ν :φυσικός, υποχρεωτικά θα είναι 5ν =  
 

1.30  Αν για τους Cw,z ∈ , είναι 0wz 22 =+ , τότε 0wz ==  
 

1.31  Αν για τους Cw,z ∈  είναι 0wzwi2z 22 =−− , τότε iwz =  
 

1.32  Αν iwwz −= , µε Cw ∈ , τότε είναι iwwz +=
−

 
 

1.33  Η εξίσωση 01zαz2 =−+  µε Rα∈ , έχει 2  άνισες πραγµατικές ρίζες. 
 

1.34  Η εξίσωση 0αzαz 22 =++ ,  µε *Rα∈ , έχει δύο µη πραγµατικές ρίζες. 
 

1.35  Η εξίσωση 01zαz2 =+− , µε Rα∈  στο C , έχει δύο ρίζες αντίστροφες. 
 

1.36  Οι ρίζες της εξίσωσης 01zαz2 =++ , µε 2α2 <<−  

στο επίπεδο, έχουν εικόνες σηµεία συµµετρικά ως προς τον άξονα xx′  

 

1.37  Αν για το µιγαδικό z  είναι 1z3 = , τότε θα είναι και 1z =  
 

1.38  Επειδή ( ) ( ) ( ) 111ii1 3
2
6

2
6

26 −=−=−=== , στο C , είναι 11 −=  
 

1.39  Αν ο i1z1 +=  είναι ρίζα της εξίσωσης 0λz2z2 =+− , µε Cz ∈ , Rλ ∈  

τότε και ο αριθµός i1z2 −= , είναι ρίζα της. 
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1.40  Αν ο 1iz1 +=  είναι ρίζα της εξίσωσης λ)1z(z =− , µε Rλ ∈  

τότε και ο αριθµός 1iz2 −= , είναι επίσης µία ρίζα της. 
 

1.41  Έστω 0γvβvα 2 =++  , 0γwβwα 2 =++ , µε Rγ,β,α ∈  και αγ4β2 <  

Επειδή η εξίσωση 0γzβzα 2 =++  έχει σαν ρίζες τους w,v , είναι 
__
wv =    

 

1.42  1|1| =  
 

1.43  1|i| =  

1.44  1112|i2| 22
==−=−  

 

 

1.45  2|i||2||i2| =⋅=⋅  
 

 

1.46  312|i||2||i2| =+=+=+  
 
 

1.47  |z|  |i||z| i |z| =⋅=⋅  
 
 

1.48  Αν 1|z| = , τότε θα είναι 1z =  ή 1z −=  
 
 

1.49  222 z|z||z| ==  
 

 
 

1.50  Αν |z|z = , τότε η εικόνα )z(M  ανήκει στον ηµιάξονα Ox  

1.51  Αν 
_
zz|z| ⋅= , τότε θα είναι 0z =  ή  1|z| =  

 

 
 

1.52  Για κάθε πραγµατικό αριθµό z , είναι πάντοτε |iz||iz| −=+   

 
 
 

1.53  Ο µιγαδικός είναι Μηδενικός, αν και µόνο αν το µέτρο του είναι Μηδέν. 
 
 

 
 

1.54  Είναι 2222 βα)iβ()α(|iβα| −=+=+ ,  µε Rβ,α ∈  
 

1.55  Αν ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= i

5
πσυν

5
πηµ5z , θα είναι 5|z| =  

 

1.56  Αν για το µιγαδικό z  είναι 1z2012 = , τότε θα είναι και 1|z| =  
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1.57  Οι λύσεις της εξίσωσης 1=|z| , είναι µιγαδικοί των οποίων οι εικόνες  

στο µιγαδικό επίπεδο είναι σηµεία του κύκλου κέντρου Ο  και ακτίνας 1ρ =  
 

1.58  Οι λύσεις της εξίσωσης 11 =− |z| , είναι µιγαδικοί των οποίων οι εικόνες  

στο µιγαδικό επίπεδο είναι σηµεία του κύκλου κέντρου )0,1(K −  και ακτίνας 1ρ =  
 

1.59  Οι λύσεις της εξίσωσης |z||z| i1 −=− , είναι µιγαδικοί αριθµοί 

των οποίων οι εικόνες στο µιγαδικό επίπεδο, είναι σηµεία της ευθείας xy:)δ( =   
 

 
 

1.60  Η εξίσωση 01|z||z| 2 =+−  µε Cz ∈ , είναι αδύνατη. 
 

1.61  Αν 1|z| = , οι εικόνες των zi , z , 
z
1 , z , 1

−
, είναι οµοκυκλικά σηµεία. 

 

1.62  Αν ένας µιγαδικός είναι πραγµατικός 
τότε το µέτρο του θα ταυτίζεται και µε την απόλυτη τιµή του. 
 

1.63  Το µέτρο της διανυσµατικής ακτίνας του αθροίσµατος δύο µιγαδικών  

ισούται µε το άθροισµα των µέτρων των διανυσµατικών ακτινών τους. 
 

1.64  Η εξίσωση i  1zz2004 −= , στο σύνολο C , είναι αδύνατη. 

 

1.65  Από 1|z| <  είναι και 1z1 <<−  
 
 

1.66  Οι λύσεις της εξίσωσης 10|z||z| =−++ 33 , είναι µιγαδικοί αριθµοί 

των οποίων οι εικόνες στο επίπεδο είναι σηµεία της έλλειψης 1
16
y

25
x:)e(

22
=+  

 

1.67  Να βρείτε ποιες από τις σχέσεις Α: |zz||zz| 21
_

2
_

1 −=−                     

Β: |z||z||z||z| 2
_

121
_

−=−        

Γ: 
2

1

2

1
z
iz

iz
z

=  µε 0z2 ≠  

∆: 2
2

2
1

2
21 zz|zz| =        είναι ορθές.  
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1.68  Αν 2|z| 1 ≤  και 1|z| 2 ≤ , η µεγαλύτερη τιµή του µέτρου 21 z z +   

αποκλείεται να είναι ίση µε        Α:1           Β: 2          Γ: 3             ∆: 4  

 

1.69  Βρείτε ποιες από τις ισότητες Α: 2zzz =   

Β: Izz ∈−   

Γ: 22 ))z(Im())z(Re(zz +=      

∆: )z(mI2zz =−    

Ε: zzzz
______

+=+   

Ζ: )zRe(2zz
______

=+ , δεν ισχύει πάντα.  
 

1.70  Είναι 2   |ii| 32 =+  
 

 

 

1.71  Για κάθε φανταστικό αριθµό z  ισχύει |)zIm(||z| =  
 

1.72  Αν για τον Cz ∈  είναι 0)z(eR > , από 0)zRe(2zz
_

>=+ , είναι zz
_

−>  
 

1.73   Για δύο µιγαδικούς 21 z,z  ισχύει 0zz 21 ≠⋅  ⇔  0z1 ≠  και 0z2 ≠    

 
1.74  Αν για τους µιγαδικούς w,z  είναι 0|w||z| =+ , τότε είναι 0wz ==  

 
1.75  Αν για τους µιγαδικούς 1z  και 2z  είναι |z||z| 21 = , τότε 2

2
2

1 zz =  

 
1.76  Αν Cw,z,w,z 2211 ∈ , µε 2121 iwwizz +=+ , τότε 11 wz =  και 22 wz =  
 

1.77  Αν *Cz ∈  και |z|z2102 = , τότε θα είναι 1|z| =  
 

1.78  Για τους µιγαδικούς 21 z,z  είναι πάντοτε |z||z||zz| 2121 +≤−  
 

1.79  Για τους µιγαδικούς 21 z,z  είναι πάντοτε |zz||z||z| 2121 +≤−  

 
1.80  Αν Cz ∈  και  |1z||1z| +=− , τότε Iz ∈  
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Α ξ ι ο λ ό γ η σ η  σ ε  θ έ µ α τ α  Πα ν ε λ λ η ν ί ω ν  ε ξ ε τ ά σ εω ν  

 

1.01  Για τους µιγαδικούς αριθµούς 1z , 2z , αποδείξτε ότι |z||z||zz| 2121 ⋅=⋅  
 

1.02  Αν z  ένας µιγαδικός αριθµός και z  ο συζυγής του, τότε |z||z||z| −==  
 

1.03  Να αποδείξετε ότι η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος 2  µιγαδικών  
 

αριθµών, ισούται µε το άθροισµα των διανυσµατικών ακτινών τους.  
 
1.04  Για κάθε µιγαδικό αριθµό z  ισχύει 22 z|z| =    
 

1.05  Να αποδείξετε ότι για κάθε µιγαδικό z  και φυσικό ν  είναι νν |z||z| =   
 

1.06  Αν 1z , 2z  είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε ισχύει 2121 zzzz +=+  
 

1.07  Το µέτρο της διαφοράς των διανυσµατικών ακτίνων δύο µιγαδικών  
 

είναι µικρότερο από το άθροισµα των µέτρων των διανυσµατικών ακτινών τους.  
 

1.08  Για κάθε µιγαδικό αριθµό z  ισχύει )zIm(2zz
_
=+  

 

1.09  Για τους µιγαδικούς 21 z,z  είναι |z||z||zz| |z||z| 212121 +≤+≤−  
 

1.10  Για τους µιγαδικούς 21 z,z  είναι 2121 zzzz +=+  
 

1.11  Για τους µιγαδικούς 21 z,z  είναι 2121 zzzz =  
 

1.12  Για τους µιγαδικούς 21 z,z  είναι 2121 zzzz ⋅>⋅  
 

1.13  zz|z| 2 ⋅= , όπου ο iβαz +=  είναι µιγαδικός αριθµός. 
 

1.14  Το µέτρο της διαφοράς δύο µιγαδικών, είναι ίσο µε την απόσταση  
των εικόνων τους.                           
 

 

1.15  Οι εικόνες δύο συζυγών µιγαδικών z,z , είναι συµµετρικά σηµεία 
ως προς τον άξονα xx ′   
 

 

1.16  Αν 21 z, z  είναι µιγαδικοί, τότε ισχύει |zz |    |z||z| 2121 +≤−   
 

1.17  Αν α ,β  πραγµατικοί αριθµοί, τότε 0iβα =+  ⇔ 0α =  ή 0β =   
 

1.18  Για τους µιγαδικούς 21 z,z  είναι |z||z||zz| 2121 +≤+  και |z||z||zz| 2121 −≤−  
 

1.19  Για κάθε µιγαδικό αριθµό 0z ≠  ορίζουµε 1z0 =  
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Θ έ µ α τ α 

1.1  Έστω ο µιγαδικός αριθµός 
i3
3i1z

−

−
=   

Α) Να βρείτε την τιµή του αριθµού )zIm(4)zRe(32 +    
Β) Να αποδείξετε ότι 1|z| =  

Γ) Να αποδείξετε ότι 
−

−= ziz2  
∆) Να αποδείξετε ότι Ιz3 ∈  
Ε) Να αποδείξετε ότι i31z2 302 −=⋅  
 
1.2   Έστω οι µη µηδενικοί µιγαδικοί w,z , ώστε 0w2zw2z 22 =+−  

Α) Να αποδείξετε ότι ο 
w
z  δεν είναι πραγµατικός.  

Β) Να αποδείξετε ότι |w|2|z| =  

Γ) Αν τα σηµεία )w(M  ανήκουν στον κύκλο 2yx:)κ( 22 =+  

να αποδείξετε ότι οι εικόνες των )z(M  ανήκουν στον κύκλο 4yx:)c( 22 =+  

∆) Αν 0
w
zIm >⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  και xy:)(δ)w(Μ =∈ , να αποδείξετε ότι Iz ∈  

 

1.3  Έστω ο αριθµός iβαz +=  µε Rβ,α ∈  

του οποίου οι εικόνες )z(M  κινούνται στον κύκλο 1yx:(κ) 22 =+  
Έστω και οι αριθµοί ziw ⋅=  
 

Α) Αποδείξτε ότι τα )w(Μ  κινούνται στον ίδιο κύκλο και µάλιστα )w(OM)z(OM ⊥  
 

Β) Αν oz  είναι εκείνος ο z , ώστε το µέτρο |2z| o −  να είναι το ελάχιστο δυνατό  
να αποδείξετε ότι 5|4w3| o =−  , όπου ow  ο αντίστοιχος αριθµός w  
 

Γ) Αν i22)zw( 3 +=− , να βρείτε τους 3z  και 3w  
 
1.4  Έστω οι µιγαδικοί 1z  και 2z , µε 1|z| 1 =  και 1|z| 2 =  

Α) Να αποδείξετε ότι 21
21

zz
z
1

z
1

+=+  

Β) Να αποδείξετε η απόσταση των εικόνων των 1z , 2z  δεν υπερβαίνει το 2  

Γ) Αν 1
21 2)zz(mΙ −−= , 0)zzRe(ρ 21 >= , iii) αποδείξτε ότι 12

21 4ρ|z| |z| −+=   

     iii) να βρείτε τον 21zz2  
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1.5  Έστω ο µιγαδικός yixz += , ώστε |i1z||z| −−=  
 

Α) ∆ιαπιστώστε ότι οι εικόνες )z(Μ  βρίσκονται σε ευθεία, την οποία να βρείτε. 
 

Β) Μετά, να βρείτε απ’αυτούς, εκείνον τον z  που έχει το ελάχιστο µέτρο. 
 

Γ) Έστω oz  εκείνος ο µιγαδικός από τους πιο πάνω µε εικόνα στον yy′  

Να υπολογίσετε την τιµή της δύναµης 2002
oz  

 

1.6  Έστω κi1z1 +=  , iκz2 −= , Rκ ∈  

Α) Να αποδείξετε ότι i) i
z
z

2

1 =  και  ii) i
z
z

1

2 −=  

Β) Να αποδείξετε ότι  ii) 4
2

4
1 zz =  

 ii) Να αποδείξετε ότι 0i)κ(κi)1( 66 =−++  
 

Γ) Αν ο αριθµός 21 z z ⋅  είναι φανταστικός, ii) να βρείτε τους 1z  και 2z  

ii) και τότε να βρείτε τους Νν ∈ , ώστε 1
v

2
3

2
2

22 z)z(...)z()z(z −=−++−+−+−  

 
1.7  Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί z , w , ώστε να είναι wz1zw −=+  
 

Α) Να αποδείξετε ότι 1z −≠  
 

Β) Να εκφράσετε τον w , ως συνάρτηση του z  
 

Γ) Αν η εικόνα του w  κινείται στον κύκλο κέντρου 0) , 0(O  και ακτίνας 1ρ =   

να αποδείξετε ότι η εικόνα )z(M του z  κινείται στον άξονα yy′  
 

∆) Αν ο µιγαδικός z  είναι φανταστικός, να αποδείξετε ότι 1|w| =  

 

1.8  Έστω η εξίσωση 01zυνθσ2z:)ε( 2 =+⋅− , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
π , 0θ  και Cz ∈  

Α) Να αποδείξετε ότι αυτή έχει δύο ρίζες µη πραγµατικές.  
 
 

Β) Έστω 21 z , z  οι ρίζες αυτής, ώστε )zIm()zIm( 21 >  

iii) Να αποδείξετε ότι ( ) 0zz2zz 1001
2121 <−+   

 

iii) Να αποδείξετε ότι ηµθσυνθi4zz 2
2

2
1 =−   

iii) Αν i2zz 2
2

2
1 =− , να προσδιορίσετε τους µιγαδικούς αριθµούς 21 z , z  
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1.9  Έστω οι µιγαδικοί 21 z , z , ώστε i22zz 2

_

1 +=+  και i1zz2 21

_
−=−  

Α) Να αποδείξετε ότι i1z1 +=  και i1z2 −=                  

Β) Να αποδείξετε ότι 0)zIm()zIm()zIm()zIm( 3
2

3
1

2
2

2
1 =+=+    

Γ) ii) Να αποδείξετε ότι οι ν2
1z , ν2

2z , *Νν ∈  είναι πραγµατικοί ή φανταστικοί.

 ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 32zz ν2
2

ν2
1 =+ , *Νν∈ , έχει µοναδική λύση το 4  

 

 

1.10  Έστω ο µιγαδικός αριθµός z , ώστε 1|iz| =−  

Α)  iii) Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των z  κινούνται σε κύκλο.    

 iii) Να αποδείξετε ότι 2|z| ≤        

 iii) Να αποδείξετε ότι 6|i44z|4 ≤−+≤      

Β)  Να αποδείξετε ότι το µέγιστο και το ελάχιστο του |i3z| −   

 είναι αντίστοιχα το 3  και το 1  

Γ)  iii) Να αποδείξετε ότι 5|1z| 2 ≤−       

 iii) Να αποδείξετε ότι ( )( ) 26|3zi4z| ≤+−      

 

1.11  Έστω ο αριθµός RCyixz −∈+=  και ο µιγαδικός 
1z
izw

−
+

=  

Α) I ii) Αν 1|w| = , δείξτε ότι τα )z(M  βρίσκονται στην ευθεία xy −=   

 ii) Αν 1|z| =  , δείξτε ότι τα )w(M  βρίσκονται στην ευθεία xy −=   
 

Β) Iii) Αν Rw ∈  , δείξτε ότι τα )z(M  βρίσκονται σε ευθεία.  

I ii) Αν Iw ∈   , δείξτε ότι τα )z(M  βρίσκονται σε κύκλο.  

Γ) Αν οι εικόνες των µιγαδικών αριθµών w   

βρίσκονται στην ευθεία 2xy:ε)( −= , δείξτε ότι 0)zIm()zRe( ≥+  
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1.12  Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί 2λi2)(λz +−= , Rλ ∈   
 

 
 

 

 
 

Α) Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z   
 

είναι η ευθεία 4x2y:)ε( +=   

Β) Αν ισχύει 2zz =+
−

, να αποδείξετε ότι 
37
1

z
1Re =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

Γ) Αν 2|z| =  και 0)zIm( ≠ , να αποδείξετε ότι 
5
4λ =     

1.13  Έστω ο µιγαδικός αριθµός 
( )

zz

1z 1z
)z(Π _

_

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

= , 0)zRe( ≠     

Α) Να αποδείξετε ότι )z(Π
z

1Π _ =
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−  

Β) Έστω Α  και Β  δύο σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί, διαφορετικοί από το 0    

Έστω και οι αριθµοί yiΒxΑz += , 0x ≠ , ώστε να είναι 0z Π Re
____

1 =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− −  

ii) Να αποδείξετε ότι 1|z| =   

ii) Να αποδείξετε ότι τα ( )y,xΜ , είναι σηµεία της έλλειψης 1

Β
1
y

Α
1
x:)e( 2

2

2

2
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

  

 

1.14  Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί w  και yixz += , µε Ry,x ∈  και iz ≠   

οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις 2|iz||iz|
_

=++−  και 
iz

1izw
−

+−=  

Α) Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των αριθµών z  

είναι ο κύκλος 1)1y(x:)κ( 22 =−+     

Β) Να αποδείξετε ότι 
iz

1iz
_

−
=+  

Γ) Να αποδείξετε ότι ο w  είναι πραγµατικός, µε 2w2 ≤≤−   
 

∆) Να αποδείξετε ότι 6|4i2z|4 ≤−+≤  

Ε) Να αποδείξετε ότι το µέγιστο µέτρο του i1z −+ , είναι ίσο µε 2   
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ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ  
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ΒΒ  ..  Α) Έστω η ορισµένη και παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  συνάρτηση f   

ώστε  i) 0)x(f ≠ ,   ii) xln)x(f)x(f)x(fx2 −=′ , για κάθε 0x >   και iii) 1)1(f =′  

Α1) Θα αποδείξουµε ότι 1)1(f =    
Α2) Θα αποδείξουµε ότι 0)x(f > , για κάθε 0x >    
Α3) Θα εξηγήσουµε γιατί η 1)(x)x(ff(x)  h(x) +′−=  είναι συνεχής στο ]e,1[  

Β) Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει )e,1(xo ∈ , ώστε η εφαπτοµένη της fC  

στο σηµείο της ( ))x(f,xA οο  να διέρχεται από το σηµείο 1,0)Β(−  

Γ1) Θα αποδείξουµε ότι x
xln

e)x(f = , 0x >  

Γ2) Θα µελετήσουµε τη συνάρτηση f  ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα.   
Γ3) Αν eα > , να αποδείξετε ότι 1αα α)1α( +<+  

∆1) Θα αποδείξουµε την ισοδυναµία 3x x3 =  ⇔  )3(f)x(f =  

∆2) Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση 3x x3 =  στο διάστηµα ),0( +∞   

έχει ακριβώς 2  λύσεις, µία την προφανή την 3  και µία ακόµα στο διάστηµα )e,2(    
 

Απάντηση 
 

Α1) Από xln)x(f)x(f)x(fx2 −=′ , για 1x = , είναι 1ln)1(f)1(f)1(f −=′  ή 1)1(f =  
 

Α2) Αφού η συνάρτηση f  δεν µηδενίζεται και είναι συνεχής, ως παραγωγίσιµη,  
θα διατηρεί πρόσηµο. 
 

Επειδή 0 f(1) > , θα είναι 0f(x) > , για κάθε 0x >  
 

Α3) Η συνάρτηση 1)(x)x(ff(x)  h(x) +′−=  

είναι συνεχής στο ]e,1[  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.  

Η f ′  είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών. 

αφού από τη σχέση xln)x(f)x(f)x(fx2 −=′  είναι )xln1)(x(f)x(fx2 −=′   

      ή  )x(f
x

xln1)x(f 2
−

=′ , 0x >  

Β) Η εφαπτοµένη )ε(  της fC στο σηµείο ( ))x(f,xA oo  

είναι η ευθεία µε εξίσωση :)ε( )x)(x(xf)f(xy ooo −′=−  

Θέλουµε αυτή να επαληθεύεται από τις συντεταγµένες του 1,0)Β(−  

Οπότε )x1)((xf)f(x0 ooo −−′=−   ⇔  )x)(1(xf)f(x ooo +′=  

 ⇔  0)x)(1(xf)f(x ooo =+′−  
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Έτσι, απαιτούµε να υπάρχει )e,1(xo ∈  

που να είναι λύση της εξίσωσης 0)x)(1(xf)f(x ooo =+′−             

 
Η συνάρτηση 1)(x)x(ff(x)  h(x) +′−=  είναι συνεχής στο ]e,1[   
 

Επίσης  01211)(1)1(ff(1)  h(1) <−=−=+−=  

      και   0)e(f)1e(
e

eln1)e(f)e(f1)(e)e(ff(e)  h(e)
2

>=+
−

−=+′−=  

Οπότε 0)e(f)1(f <  
 

Εποµένως, ισχύουν οι υποθέσεις του θ. Bolzano  
 

και συνεπώς θα υπάρχει )e,1(xo ∈ , ώστε 0  )h(xo =  ⇔  01)(x)x(f)f(x ooo =+′−  

 

Γ1) Από )x(f
x

xln1)x(f 2
−

=′ , είναι και 
2x

xln1
)x(f
)x(f −
=

′
 ⇔  ( )

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

x
xln))x(fln(  

Οπότε c
x
xln))x(fln( += , 0x >  και Rc ∈  

Για 1x =   

παίρνουµε ( ) c
1
1ln)1(fln +=  ή c)1ln( =  ή 0c =  

Άρα 
x
xln))x(fln( =  ή 

x
xln

e)x(f = , για κάθε 0x >  
 
 
 
 

 

Γ2) Είναι )x(f
x

xln1)x(f 2
−

=′  , µε 0f(x) ≠  

Ισχύει  0)x(f =′  ⇔  0f(x)
x

lnx1
2 =

−  ⇔  1xln =  

                                                  ⇔  ex =  
H µονοτονία και τα ακρότατα της f  φαίνονται στον παραπάνω πίνακα. 
 
Η f  είναι γνησίως αύξουσα στο e](0,  και γνησίως φθίνουσα στο )[e,+∞  

Για ex = , παρουσιάζει µέγιστο το e
1

e)e(f =  
 

e

  

                                 

  

 0                                    +∞  

  

                                   

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

                                     o.µ. 

x

f

e
ο+ −(x)f′
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Γ3) Αν eα > , είναι eα1α >>+ , οπότε  )αf()1αf( <+ , αφού η f είναι γν. φθίνουσα. 
 

ή 
α

ln(α)
1α
1)ln(α

ee <
+
+

ή 
α

)αln(
1α

)1αln(
<

+
+  ή 1)ln(α)(α1)αln(α +<+  ή 1αα ln(α)1)ln(α +<+  

 

ή τελικά 1αα α)1α( +<+  
 

∆1) 3x x3 =  ⇔  )xln(33xln =  ⇔  
3

)3ln(
x

)xln(
=  ⇔  3

)3ln(
x

)xln(

ee =  ⇔  )3(f)x(f =    

Είναι προφανές ότι η εξίσωση 3x x3 =  έχει τις ίδιες ρίζες µε την εξίσωση )3(f)x(f =  
 
 

∆2) Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση 3x x3 =  στο διάστηµα ),0( +∞   

έχει ακριβώς 2  λύσεις, µία την προφανή, την 3 , και µία ακόµα στο διάστηµα )e,2(    
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση )3(f)x(fx3)x(φ 3x −≡−=  
 

Η µονοτονία της φ  είναι ταυτόσηµη µε τη µονοτονία της f , αφού fφ ′=′  
 

Μία λύση της φ  είναι ο αριθµός 3xο = , αφού 033)3(φ 33 =−=  
 

και µάλιστα µοναδική στο ),e[ +∞ , αφού η φ  είναι γνησίως φθίνουσα σ’ αυτό. 
 

Στο διάστηµα )e,2( , η φ  έχει ακόµα µία λύση.  
Πραγµατικά  
 

Η φ  είναι συνεχής στο ]e,2[ ,  σαν διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 

 0f(3)f(e)φ(e) >−=  
αφού e<3  είναι και  f(e)>f(3), γιατί η f είναι  γνήσια φθίνουσα στο [e,+•) 
 

 0)3(ff(2)φ(2) <−=  

αφού 2<3  είναι και f(2)<f(3) 
αφού  

)3(f)2(f <  ⇔ 3
3ln

2
2ln

ee < ⇔
3
3ln

2
2ln
< ⇔ 3ln22ln3 < ⇔ 23 3ln2ln < ⇔ 98 <   

 

Εποµένως 0φ(2)φ(e) <  
 

Σύµφωνα µε το Θ.Bolzano, υπάρχει )e,2(x2 ∈  ώστε 0)x(φ 2 =  ⇔   f(3))f(x2 =   
 

∆ηλαδή,  το 2x  είναι ρίζα της φ  και µάλιστα µοναδική στο διάστηµα )e,2(  

αφού η f  είναι γνήσια αύξουσα σ’ αυτό.  
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ΓΓ..    Α) Έστω η ορισµένη και 11−  στο R  συνάρτηση f  

και η ορισµένη στο διάστηµα ∆  συνάρτηση g , µε R)∆(g =  

και ( ) x)x(gf = , για κάθε τιµή του x  από το ∆  

Αποδείξτε ότι η συνάρτηση g  είναι η αντίστροφη 1f −  της συνάρτησης f  στο ∆  
 

Β) Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση ∫=
x 

0 2t+1
dt)x(f , µε Rx ∈    

Β1) Θα µελετήσουµε την f  ως προς τη µονοτονία και την καµπυλότητα. 
 

Β2) Θα αποδείξουµε ότι η f  είναι και περιττή. 
 

Β3) Θα αποδείξουµε ότι η ( ) xxεφf)x(h −= , µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
π,

2
πx  είναι σταθερή. 

Β4) Θα βρούµε την αντίστροφη συνάρτηση 1f −  της συνάρτησης f  

Β5) Θα αποδείξουµε ότι 
2
π)x(flim

 x
−=

∞−→
 και 

2
π)x(flim

 x
=

∞+→
 

 

Β6) Αφού διαπιστώσουµε ότι η xy =  είναι η εφαπτόµενη της fC  στο )0,0(Ο  

µετά θα παραστήσουµε τη συνάρτηση f  στο καρτεσιανό επίπεδο. 
 

Γ) Θα βρούµε τα ολοκληρώµατα  Γ1) ∫=
1 

0 21 x+1
dx I  και Γ2) ∫−=

1 

1 22 x+1
dx I  

 
Απάντηση  

 
Α) Έστω η 11−   στο R  συνάρτηση f   
 

και η ορισµένη στο ∆  συνάρτηση g  

 

Από ( ) x)x(gf = , για κάθε ∆x∈  
 

ισοδύναµα είναι ( ) )x(f)x(g(ff 11 −− =   
 

          ή ( )( ) )x(f)x(g ff 11 −− =o  
 

          ή )x(f)x(g 1−= , ∆x ∈  
 
 

∆ηλαδή η συνάρτηση g  είναι η αντίστροφη της συνάρτησης f  στο σύνολο ∆  

 

x

1fg −=

f

)x(f)x(g 1−=

R)∆(g = RAf =

gΑ∆= )R(f

( ) x)x(gf =

Igf =o

( ) x)x(Ix)(gf ==o
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Β) Έστω η συνάρτηση ∫=
x 

0 2t+1
dt)x(f , Rx ∈  

 

Β1) 0
x1

1)x(f 2 >
+

=′ , και έτσι η f  είναι γνήσια αύξουσα στο R  

     
( )222

x1

x2
x1

1)x(f
+

−
=

′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+
=′′  και προφανώς η f  στρέφει τα κοίλα πάνω στο −R   

                                                                                         και τα κοίλα κάτω στο +R  
 

Β2) )x(fdt
t1

1dy
y1
1)t(d

)t(1
1dt

t1
1)x(f

x 

0 2

 x

0 2

x 

0 2

x 

0 2
−=

+
−=

+

−
=−

−+

−
=

+
=− ∫∫∫∫

−−
 

 

  …θέτουµε: yt =−     …Μετονοµάζουµε: ty =  
 

Οπότε διαπιστώνουµε ότι η f  είναι περιττή στο R  
 
 

Θα µπορούσαµε να κινηθούµε και µε τον πιο κάτω τρόπο. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ∫∫ +=+−=
− x 

0 2

x 

0 2 t+1 
dt

t+1 
dt)x(f)x(f)x(h  

Αυτή είναι παραγωγίσιµη ως πράξεις παραγωγισίµων. 
 

Οπότε 0
x+1 

1)x(
x)(+1 

1
t+1 

dt
t+1 

dt)x(h
22

 x

0 2

x 

0 2
=+′−

−
=

′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=′ ∫∫

−
 

 

∆ηλαδή,  είναι σταθερή στο R  
 

Συνεπώς 

0
t+1 

dt
t+1 

dt)0(h)x(h
0 

0 2

0 

0 2 =+=≡ ∫∫  και έτσι είναι  0)x(f)x(f =+−  ή )x(f)x(f −=−  

 

Β3) xdt
t1

1x)xεφ(f)x(h
xεφ 

0 2 −
+

=−= ∫ , µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=∈

2
π,

2
π∆x      

01
xσυν

1 
xηµxσυν

xσυν1
xσυν

1

xσυν
xηµ1

11)xεφ(
xεφ1

1)x(h
222

2

2

2

22
=−⋅

+
=−⋅

+

=−′
+

=′  

Άρα, η συνάρτηση h  είναι σταθερή,  µε 00dt
t1

1 )0(h)x(h
0 

0 2
=−

+
=≡ ∫   

∆ηλαδή 0xf(εφx) =−  ή x)xφε(f =  , µε ∆x ∈      
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Β4) Αφού η f  είναι γνήσια αύξουσα, είναι 11− , δηλαδή είναι αντιστρέψιµη. 
 

Θέτουµε xεφ)x(g = , µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=∈

2
π,

2
π∆x  

Το πεδίο τιµών της xεφ)x(g =  είναι προφανώς το R  
 

Από ( ) xxεφf =  ή ( ) x)x(gf =  

διαπιστώνουµε από το πρώτο ερώτηµα, ότι xεφ)x(f 1 =− , ∆x ∈      
 
 

Β5) Το πεδίο τιµών της f  είναι το πεδίο ορισµού της 1f −   

και  το πεδίο ορισµού της f  είναι το πεδίο τιµών της 1f −   
 

Η f  είναι γνήσια αύξουσα και προφανώς συνεχής. 
 

Το πεδίο τιµών της είναι το ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

+∞→−∞→
)x(flim),x(flim)R(f

xx
 

 

Όµως, το πεδίο τιµών )R(f  ταυτίζεται µε το πεδίο ορισµού ∆  της 1f −  
 

∆ηλαδή ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+∞→−∞→ 2
π,

2
π)x(flim),x(flim

xx
 , άρα 

2
π)x(flim

x
−=

−∞→
 , 

2
π)x(flim

x
=

+∞→
 

 

 

Μπορούµε να κινηθούµε και µε τον πιο εξής τρόπο. 
 

Είναι γνωστό ότι −∞=
+

−→

xεφlim

2
πx

  

Από την σύνθεση στα όρια 
προκύπτει )x(flim)y(flim)xεφ(flim

xy

2
π x

−∞→−∞→+
−→

==  

  

                       Θέτουµε xεφy =  

 

Επειδή x)xεφ(f =   
 

θα είναι και 
2
πxlim)xεφ(flim

2
π x

2
π x

−==
+

−→
+

−→

 

∆ηλαδή 
2
π)x(flim

x
−=

−∞→
 και ανάλογα διαπιστώνουµε ότι

2
π)x(flim

x
=

+∞→
 

  

 π/2  −π/2 
 O 

xφεy =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           
  
 

Ο
2
π

2
π

− x

y

2
π

2
π

−

fc

gc

 ( )1f
1

f AfΑ −
−= 1f

Αf(Α) −=

f

1f−
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Β6) Η εφαπτοµένη της fC   
 

στο σηµείο της Ο(0,0)  
 

είναι η ευθεία )0x)(0(f)0(fy:)δ( −′=−   

      ή xy:)δ( =  

  
 
 

 

Όπως είδαµε και προηγούµενα 
 

δίπλα είναι τα διαγράµµατα των 1f,f −  
 

Γ1) 1Ι =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

= ∫∫ 4
πεφff(1)dt 

t1
1  dx 

x1
1  

1 

0 2

1 

0 2 4
π  

 
Το πιο πάνω ολοκλήρωµα µπορούµε να το υπολογίσουµε και µε τον παρακάτω τρόπο. 
 

1Ι ( ) ∫∫∫∫ ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

4
π

 

0 

4
π

 

0 2
24

π
 

0 2

1 

0 2 du 1  du
uσυν

1uσυν  du εφu
uεφ1

1 dx
x1

1  
4
π  

Θέτουµε εφux =  …και  αν 0x =  είναι 0u =  και αν 0x =  είναι 
4
πu =   

 

Γ2) Είναι  2Ι dx 
x1

1 
1 

1 2∫− ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

=  

 

           dx 
x1

1 dx 
x1

1 
1 

0 2

0  

1 2 ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

−
 

 

 dx 
x1

1  dx 
x1

1 1 

0 2

1 

0 2 ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

−
    

 

 )1(f)1(f +−−= , αφού η f είναι περιττή.  
 

 )1(f)1(f +=  

 )1(f2=  

4
π2=  

2
π

=   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           
  
 

Ο
2
π

2
π

− x

y

2
π

2
π

−

fc

gc xy:)δ( =
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fC

1-f
C

ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ   

Θ.1   Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί z  και 4ziz3w +−= , όπου z  ο συζυγής του z  
 

Α) Να αποδείξετε ότι 4)zIm()zRe(3)wRe( +−=  και )zRe()zIm(3)wIm( −=  
 

Β) Αν οι εικόνες του w  στο επίπεδο κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση 12xy −=  

να αποδείξετε ότι οι εικόνες του z , κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση 2xy −=  
 

Γ) Να βρείτε ποιος από τους παραπάνω µιγαδικούς z , έχει το ελάχιστο µέτρο. 
 

 
Θ.2   Έστω η συνάρτηση 6x4x)x(f 2 +−= , 2x ≥   
 

Α)   Να αποδείξετε ότι η f  είναι 11−  
 

Β)   Αφού διαπιστώσετε ότι η f  αντιστρέφεται, µετά να βρείτε την 1f −   
 

Γ)   Προσδιορίστε τα κοινά σηµεία των fC  , 1f
C −  µε την xy:)δ( =  

∆)   Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων f  και  1f −   
 

 

Θ.3   Έστω η συνάρτηση f , ώστε x

x

e1
e1)x(f

+

−
=− , Rx ∈   

Α) Να αποδείξετε ότι 
1e
1e)x(f x

x

+

−
= , µε Rx ∈  

Β) Να αποδείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και να προσδιορίσετε την 1f −  
 

Γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 0)x(f 1 =−  έχει µοναδική ρίζα το Μηδέν. 

∆) Να αποδείξετε ότι ∫−
− =

α 

α 
1 0dx)x(f , για κάθε πραγµατική παράµετρο )1,1(α −∈  

 

Θ.4   Έστω η συνεχής συνάρτηση 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
<<+

≤−
=

1x    nxx1
1x0       βαx

0x          x
)x(f

2

  αν
  αν
   αν

l

, όπου R βα, ∈  

 

Α) Να αποδείξετε ότι 1α =  και 0β =  
 

Β) Να υπολογίσετε τα  i) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∞→ 2x x

)x(flim  , ii) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1x
)1(f)x(flim

1x
  

Γ) Να αποδείξετε ότι ∫− =
1 

1 6
1dx f(x)  



 
 

Παρουσίαση                                                                                                                                             25     

Κατεύθυνση                                                                                                                                Γ΄ Λυκείου 

Θ.5  Έστω ο biaz += , Rb,a ∈  και η 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤

>
−

+−−−−

=

1x1

1x
1x

1xx|1z|x|iz|

)x(f

3

αν

αν
 

Α) Να αναφέρετε αν αυτή είναι συνεχής στα διαστήµατα ),1( +∞  και ]1,(−∞  
Υποθέτουµε τώρα ότι αυτή είναι συνεχής στο R  
 

Β) Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των z  βρίσκονται σε ευθεία την οποία και να βρείτε. 
 
 

Γ) Να βρείτε την τιµή του ορίου )x(flim
x +∞→

 

∆) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν µόνο δύο τέτοιοι µιγαδικοί, οι 0z1 = , i1z2 +=  
 

Θ.6   Έστω η συνάρτηση 1x

x

e1
eα)x(f
++

+
= , για κάθε Rx ∈  και η παράµετρος Rα∈  

Γνωρίζουµε ότι ( ) 1xx2 1x ee)x(f  e1 ++ −=′+ , για κάθε Rx ∈  
 

Α) Να αποδείξετε ότι 1α =  
 

Β) Να µελετήσετε την f  ως προς τη µονοτονία. 
 

Γ)   Για κάθε 0x < , αποδείξτε ότι )x8(f)x6(f)x7(f)x5(f +<+    
 

Θ.7  Έστω η συνεχής στο R  συνάρτηση f , ώστε dt  
t1)1t(f

)1t(f 3)x(f
x1 

1 ∫
+−

− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

+
+=   

µε x)x(f ≠ , για κάθε Rx ∈  
Α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι παραγωγίσιµη στο R , µε ( ) )x(fx)x(f)x(f =−′ , Rx ∈  

Β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει Rc ∈  ώστε ( )xf)x(xf2c 2=+ , για κάθε Rx ∈   

Γ) Να αποδείξετε ότι x9x)x(f 2 ++= , Rx ∈   
∆) ii) Να αποδείξετε ότι η f  είναι κυρτή.  

 ii) Να αποδείξετε ότι ∫∫
+

+

+
<

2x 

1x 

1x 

x 
dt )t(f    dt )t(f  , για κάθε Rx ∈   

 

Θ.8   Έστω η συνάρτηση xxx m42)x(f −+= , 0m >   
 

Θέλουµε να είναι ( ) ]1,(Rf −∞=   
 

Α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τέτοιος m  και είναι ο 8m =  
 

Β) Να αποδείξετε ότι η f  δεν είναι 11−  
 

Γ) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από το διάγραµµα 

της f , τους άξονες xx′ , yy′  και την ευθεία 1x −= , ισούται µε 
2ln12

7Ε =  τ.µ. 
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Θ.9   Έστω η συνάρτηση 
3x

2κx)x1λλ()x(f
25

−
+−−+

= , Rλκ, ∈  και 3x ≠  

Η ευθεία xy:)δ( =  είναι πλάγια ασύµπτωτη της fC  στο +∞  
 

Α) Να αποδείξετε ότι 3κ =  και 1λ =  
 

Β) ii) Να αποδείξετε ότι η xy:)δ( =  είναι πλάγια ασύµπτωτη της fC  και στο −∞  

 ii) Να αποδείξετε ότι η 3x:)ε( =  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της fC  

Γ) Να εξετάσετε την f  ως προς τη µονοτονία.  

∆) Να αποδείξετε ότι 223)x(f −≤  αν 3x <  και  223)x(f +≥ , αν 3x >   
 

 

Θ.10   Έστω η 10κxx2)x(f 23 +−= , µε Rκ ∈ , για κάθε Rx ∈  

Γνωρίζουµε ότι το 1  είναι κρίσιµο σηµείο της  f  
 

Α) Να αποδείξετε ότι 3κ =  
 

Β) iiii) Να µελετήσετε την f  ως προς τα ακρότατα.  
 

 iii) Να βρείτε το σύνολο τιµών της f   
 

 iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 12α2α)x(f 2 +−=   

για κάθε τιµή του Rα∈ , έχει ακριβώς µία λύση στο R   
 

 

Θ.11   Έστω η συνεχής συνάρτηση 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

−

≤−

=
−

3x        
3x

eα

3x     x
9
1     

)x(f
3x

2

αν

 αν

 

Α) Να αποδείξετε ότι 1α =  
 

Β) Να βρείτε την εφαπτοµένη )ε(  της fC   

στο σηµείο της ( ))1(f,1A  
 

Γ) Να αποδείξετε ότι )x(flim)x(flim
xx +∞→−∞→

=  
 

∆) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από το διάγραµµα C   
 

της f , την ευθεία )ε(  και την ευθεία 2x =  

2 3
Α
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Θ.12   Έστω η ορισµένη στο ),0( +∞  συνάρτηση f   
ώστε cxnxx2)x(f +=′ l , Rc ∈  , 3xln2)x(f +=′′ , για κάθε 0x >  και 0)1(f =   
 

Α)  ii) Να αποδείξετε ότι 1c =  
 ii) Να αποδείξετε ότι nxx)x(f 2l= , 0x >  
Β) Να µελετήσετε την µονοτονία της και να βρείτε τα ακρότατα της f  
Γ) Να µελετήσετε την f  ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τις καµπές της.   
 
Θ.13   Έστω οι παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσεις g,f , µε f ′ , g′  συνεχείς.  

Είναι ( ) 1exedt )t(g )t(f 
x 

0 
xx +−=′∫  και xe)x(g)x(f =′ , για κάθε Rx ∈  

και η ευθεία xy:)δ( =  είναι εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο της )0,0(O  

Α) Να αποδείξετε ότι xxe)x(g)x(f = , για κάθε Rx ∈  
Β) Να αποδείξετε ότι 0)x(g > , για κάθε Rx ∈  
Γ) Να βρείτε το πρόσηµο της f  
∆) Να αποδείξετε ότι xe)x(g =  και x)x(f = , Rx ∈  
 

Θ.14   Έστω η συνάρτηση λ2x3x)x(f 3 −−= , µε ( )1,0λ ∈  σταθερά. 
 

Α) ∆είξτε ότι η f  παρουσιάζει ένα τ. µέγιστο, ένα τ. ελάχιστο και µία καµπή. 
 

Β) ∆είξτε ότι η εξίσωση 0)x(f =  έχει ακριβώς τρεις πραγµατικές ρίζες. 
 

Γ) Αν 21 x, x  είναι οι θέσεις των τ. ακρότατων και 3x  η θέση της καµπής, δείξτε 
ότι τα ( ))x(f, xΑ 11  , ( ))22 x(f, xΒ  , ( ))x(f, xΓ 33 , βρίσκονται στην λ2x2y:)ε( −−=  
 

∆) Να υπολογίσετε το εµβαδόν E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική  
 

παράσταση C  της συνάρτησης f  και την ευθεία )ε(    
 

Θ.15  Έστω η συνάρτηση )1xln(α)x(f x +−= , 1α > , ώστε 1)x(f ≥ , για κάθε 1x −>  
 

Α) Να αποδείξετε ότι eα =  
Β) Να αποδείξετε ότι )eeln(e 2e +≥   
 

Γ)  iii) Να αποδείξετε ότι η f  είναι κυρτή. 
 

 iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ]0,1(−   
και γνησίως αύξουσα στο ),0[ +∞    

 iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

2
1f1 1x1

3
1f 2x 7  

έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο )2,1(  
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Θ.16   Έστω η συνάρτηση ( )( ) e 1x  ln)x(f x22 += , Rx∈  
  

Α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνήσια αύξουσα.  

Β) Να αποδείξετε την ισοδυναµία: 
2x2x

1e 24
22x2

+−
=−  ⇔  }1,1{x −∈  

Γ) Να αποδείξετε ότι οι κλίσεις της fC  παίρνουν τιµές από το διάστηµα ]3,1[  

∆) Να βρείτε την τιµή του ολοκληρώµατος ∫−
1 

1 
dx xf(x)  

Ε) Να βρείτε την τιµή των ∫− ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

++
=

1 

1 2

2
dx 

1x
1xxΙ  και ∫− ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

−
=

1 

1 24

2
dx 

1x2x
1xJ  

 
 
 

Θ.17   Έστω η ορισµένη στο ),0( +∞  συνάρτηση f , ώστε 1x)x(f −=′′ ,  0x >  
και 1)1(f −=′ ,  2)1(f −=  
 

Α) Να αποδείξετε ότι x2xlnx)x(f −=  

Β) Να αποδείξετε ότι x
ex2

ex
−

≥ , για κάθε 0x >  
 

Γ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
από το διάγραµµα C  της f , τον xx ′  και τις ευθείες µε εξισώσεις 1x =  και ex =   
 
 

Θ.18   Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση 
2x

|i1x||i1x|)x(f 2

22

+

−+−−−
=  

Α) Να αποδείξετε ότι 
2x

x4)x(f 2 +
−=   

Β) Να αποδείξετε ότι [ ]2,2)R(f −=   

Γ) Να βρείτε το ∫
−1 

1 
dx f(x)    

 
 

Θ.19   Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , µε f ′  συνεχή. 

για την οποία ισχύει 1xxxdt f(t) )x(f)1x( 23x 

1 
−−+=−+ ∫ , για κάθε Rx ∈   

Α) Να αποδείξετε ότι 0)1(f =  

Β) Να αποδείξετε ότι 1x3)x(f −=′ , Rx ∈  

Γ) Να βρείτε την f  
 

∆) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου, που περικλείεται από το διάγραµµα  

της f  τον xx ′  και την ευθεία 2x =   
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Θ.146  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε 1x)x(fe )x(f +=+ , Rx∈   

 

 

Γνωρίζουµε ότι αυτή είναι συνεχής στο R 

 
 

Α) ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η 1f−  και να βρείτε τον τύπο της 1f −  στο )R(f  
 

 

 ii) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνήσια αύξουσα στο R  
 

 

 

 

 

 

Β)  ii) Να αποδείξετε ότι −∞=
−∞→

)x(flim
x

 και +∞=
+∞→

)x(flim
x

 

 

 ii) Να αποδείξετε ότι η αντίστροφη 1f −  ορίζεται τελικά στο διάστηµα R  
 
 

    iii) Να λύσετε τις εξισώσεις 0)x(f 1 =−  ,  e)x(f 1 =−  , 0)x(f =  ,   x)x(f =  
 

 

 

 

 

 
 

Γνωρίζουµε επίσης τώρα ότι η f είναι και παραγωγίσιµη στο R 
 
 

Γ) iii) Να αποδείξετε ότι 02x)x(f ≠−−  

    iii) Αφού αποδείξετε ότι ( ) 11e)x(f )x(f =+′ , µετά υπολογίστε το ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

=
e 

0 f(x)x2
dx I  

     iii) Υπολογίστε τα όρια   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
→ x

1elim
)x(f

0x
 και  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+∞→ )x(f

x)x(flim
x

 

 
 

∆) iii) Να αποδείξετε ότι η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο R  
 

 

 
 

 iii) Να αποδείξετε ότι η f  στρέφει τα κοίλα κάτω στο R  
 

 

 

 

 iii) Να αποδείξετε ότι x)x(f2 ≤ , για κάθε Rx ∈    
 
 

Ε) iii) Να παραστήσετε την αντίστροφη 1f −  και την f  στο καρτεσιανό επίπεδο. 
 

 

  ii) Υπολογίστε την τιµή του ολοκληρώµατος ∫=
e 

0 
dx f(x) J  
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Θ.147   Έστω η συνάρτηση π][0,∆/f = , µε f ′  συνεχή και 1
2
πf

2
πf =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

ώστε να είναι (x)fηµx)x(xfσυν ′≠ , για κάθε π],0[x ∈  
 

 

 

Α)i iii) Να αποδείξετε ότι 0)0(f ≠  
 

 i ii) Να αποδείξετε ότι 0π)(f ≠  
 
 

 

 

 

Β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
)x(f
xηµ)x(Φ =  δεν µπορεί να οριστεί στο π],0[  

 

 

 

Γ) Έστω τώρα και η συνάρτηση 
xηµ
)x(f)x(Τ =  

 

iii) Να αποδείξετε ότι 0)x(Τ ≠′ , για κάθε π),0(x ∈  
 

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση Τ  είναι γνήσια αύξουσα στο π),0(  
 

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  έχει ακριβώς µία ρίζα  ρ  στο π],0[  
 

iiv) Να βρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης f  
 

iiv) Να αποδείξετε ότι 0)0(f <  και ότι 0)π(f >   

ivi) Να αποδείξετε ότι 
2
πρ0 <<  

 

vii) Να αποδείξετε ότι 2
4
πf2 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 

 

 

∆)  ii) Να αποδείξετε ότι −∞=
→

)x(Τlim
0x

  και +∞=
→

)x(Τlim
πx

 

 

 ii) Να αποδείξετε ότι ( ) R)π,0(T =  
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Θ.148  Α) Έστω η ορισµένη και συνεχής στο R  συνάρτηση f  και Rβ,α ∈  

i) Είναι γνωστό ότι αν    βα =   , τότε 0f(x)dx
β 

α 
=∫  

    0f(x) =   , τότε 0f(x)dx
β 

α 
=∫  

 Αν όµως βα ≠  και η f  δεν είναι µηδενική, δείξτε ότι αυτή έχει µία ρίζα. 

ii)  Έστω ότι 0)x(f ≠  και 0dt f(t) 
ρ 

0 
=∫ , να βρείτε τον ρ  

 

Β)   Αν για την ορισµένη και συνεχή στο ]β,α[∆ =  συνάρτηση h   

µε 0)x(h ≥  για κάθε ]β,α[x ∈  είναι ∫ =
β 

α 
0dx h(x) , να αποδείξετε ότι 0)x(h =  

 

Γ) Αν τώρα για την ορισµένη και συνεχή στο ]1,0[∆ =  συνάρτηση f   

είναι ∫ −=
1 

0 
22 1edx (x)f 2  και  ∫ −=

1 

0 
2x 1edx f(x)e 2 , να βρείτε την f  

 

∆) Αν για την ορισµένη και συνεχή στο ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
π,0  συνάρτηση f  είναι xσυν)x(f ≥  

για κάθε ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
π,0x  και 1dx f(x) 2

π 

0
 =∫ , να βρείτε τη συνάρτηση f  

 
Ε) Έστω και η συνάρτηση xe)x(f x −=  ορισµένη στο διάστηµα ]1,0[∆ =  

ii) Να αποδείξετε ότι 1)x(f n ≥ , για κάθε Nn∈  

ii) Αν τώρα ξέρουµε ότι 1dx x)(e 
1 

0 
nx =−∫ , µε Nn∈ , αποδείξτε ότι 0n =  

 
Ζ) Έστω η παραγωγίσιµη στο οποιοδήποτε διάστηµα ]β,α[ , συνάρτηση f  

µε συνεχή f ′ , ώστε ( ) ( ) )β(f)α(fdx (x)f  dxf(x)  22β 

α 
2β 

α 
2 −=′+ ∫∫  για κάθε α ,β R∈  

i) Να αποδείξετε ότι 0)x(f)x(f =+′ , ]β,α[x ∈  

ii) Αν 1
2
βαfe 2

βα 
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

, να βρείτε τον τύπο της f  

 
Η) Έστω η ορισµένη και συνεχής στο ]1,0[  συνάρτηση f  

Γνωρίζουµε ότι ∫∫ ≤≤
1 

0 

1 

0 
2 dx xf(x) 31dx (x)f 3  

Να αποδείξετε ότι x)x(f =  
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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ  
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 ∆ιαγώνισµα                                      1 
Όνοµα:………………………………………………..……            ΒΑΘΜΟΣ:…..…… 
∆ιάρκεια: 3 ώρες 
Ηµεροµηνία: ……/……/…..……                                                                                  

  

  
  

ΘΕΜΑ  ΑΑ 
 

Α1  Έστω µια συνάρτηση f  ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆   

και οx  ένα εσωτερικό σηµείο του ∆  στο οποίο είναι παραγωγίσιµη.  
 

Αν η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο οx , δείξτε ότι 0)x(f ο =′    (9 µονάδες) 
 
Α2 Να αναφέρετε πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f  παρουσιάζει στο σηµείο οx  
του πεδίου ορισµού της τοπικό ελάχιστο.     (6 µονάδες)  
                                                                                                                      
 
 
 
Β Απαντήστε µε ένα Σωστό ή Λάθος                      (10 µονάδες) 
 
 

Β1  Κατά την επέκταση από το σύνολο R  των πραγµατικών αριθµών  
στο σύνολο C  των µιγαδικών αριθµών, η διάταξη και οι ιδιότητές της που ισχύουν  
στο R  εξακολουθούν να ισχύουν και στο C  
 
Β2  Τα εσωτερικά σηµεία του διαστήµατος ∆  στα οποία η συνεχής f  
δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση µε 0  λέγονται κρίσιµα σηµεία  
της f  στο ∆  
 

Β3  Αν 0)x(fiml
οxx

=
→

 και 0)x(f >  «κοντά» στο οx , τότε ισχύει +∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→ )x(f

1lim
οxx

 

 

Β4  Αν  για τη συνεχή f  είναι ∫ =
1 

0 
2012 dx f(x)  υπάρχει ]1,0[ρ ∈ , ώστε 0)ρ(f >  

 
Β5  Μία συνάρτηση RA:f →  είναι 11− , αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο y   
του συνόλου τιµών της,  η εξίσωση y)x(f =  έχει ακριβώς µια λύση ως προς x  
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ΘΕΜΑ  ΒΒ 
Έστω οι µιγαδικοί w,z  ώστε nw1)wn(z −=− , µε Νn∈ , 1n >  και 1|w| =  
Α) Να αποδείξετε ότι nz ≠                                                                          (2 µονάδες) 
Β1) Να αποδείξετε ότι |zn||nz1| −=−                  (5 µονάδες) 
Β2) Να αποδείξετε ότι τα )z(Μ  ανήκουν στον κύκλο 1yx:κ)( 22 =+        (5 µονάδες) 
Γ) Έστω 1z ≠ 2z , οι εικόνες δύο µιγαδικών από τους προηγούµενους αριθµούς z  

Να αποδείξετε ότι Γ1) 2|zz| 21 ≤+  και Γ2) R
z
z

z
zA

1

2

2

1 ∈+=                      (8 µονάδες) 

∆) Αν είναι και 1Α = , να αποδείξετε ότι 1|zz| 21 =−                            (5 µονάδες) 

ΘΕΜΑ  ΓΓ 
Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση R),0[:f →+∞  και 0)0(f =  
 

για την οποία ισχύει 1x)x(fx +<′< , για κάθε ),0(x +∞∈  

Α1) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις 
2

x)x(f)x(g
2

−=  και )x(fx
2

x)x(h
2

−+=  

είναι γνησίως αύξουσες στο ),0[ +∞      (6 µονάδες) 

Α2) Να αποδείξετε ότι xx
2
1)x(fx

2
1 22 +≤≤     (4 µονάδες) 

Α3) Να αποδείξετε ότι 
2
1

x
)x(flim 2x

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∞→

     (4 µονάδες) 

Β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει µόνο ένας 0xo > , ώστε 2012)x(f o =  (4 µονάδες) 

Γ) Να βρείτε τον *Nv ∈  και  τον *R∈l , ώστε l=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+→ x
1fxlim v

0x
 (7 µονάδες) 

ΘΕΜΑ  ∆∆ 
 
 

Έστω η συνεχής συνάρτηση R)(0,:f →+∞ , τέτοια ώστε 0)x(f ≠ , για κάθε 0x >   

( )∫∫ −≥
+− 2012 

2011  
21x2x 

1 
dt xxdt f(t)e        ,  |)x(f|  edt 

f(t)
tlnt  xxln

1 

x ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=− ∫ , για κάθε 0x >  

Α) Να αποδείξετε ότι ( )xxlne)x(f x −= − , για κάθε 0x >   (5 µονάδες) 
Β1) Να αποδείξετε ότι 1xxln −≤ , για κάθε 0x >    (5 µονάδες) 

Β2) Να αποδείξετε ότι η ∫=
x 

1 
dt f(t)  )x(F , 0x >  είναι κυρτή.   (5 µονάδες) 

Γ) Να αποδείξετε ότι )x2(F2)x3(F)x(F >+ , για κάθε 0x >   (5 µονάδες) 
∆) Να αποδείξετε ότι ακριβώς ένα )2,1(r ∈ , ώστε )r(F2)3(F)1(F =+  (5 µονάδες) 
 

ÊáëÞ åðéôõ÷ßá  ! 
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